
بهینه‌سازی
امقید ن مبانی‌بهینه‌سازی‌
دیان‌نزولی،‌روش‌نیوتن روش‌گرا

محسن‌هوشمند
هدانشکده‌تکنولوژی‌اطلاعات‌و‌علم‌رایان

ه‌زنجاندانشگاه‌تحصیلات‌تکمیلی‌علوم‌پای



مقدمه

یافتن‌کمینة‌تابع‌هدف

مبتنی‌بر‌متغیرهای‌حقیقی‌بدون‌قید

از‌تمامی‌فضای‌اعداد‌حقیقی
کـــم
𝒙

𝑓(𝒙)

𝒙 ∈ ℝ𝑛

𝑛 ≥ ۱

𝑓:ℝ𝑛 → ℝتابعی‌هموار



مثال–مقدمه‌

یافتن‌منحنی‌که‌چند‌داده‌را‌تقریب‌بزند

نمایش‌نمایی‌و‌نوسانی
𝜙 𝑡; 𝑥 = 𝑥۱ + 𝑥۲𝑒

− 𝑥۳−𝑡
۲
/𝑥۴ + 𝑥۵ cos 𝑥۶𝑡

xi-ها‌ضرائب‌مدل
مجهول‌ها‌‌

𝒙 = 𝑥۱,𝑥۲,𝑥۳,𝑥۴,𝑥۵,𝑥۶ 𝑇

تعریف‌باقی‌مانده
نمایشگر‌تفاوت‌بین‌مدل‌و‌داده‌مشاهده‌شده

𝑟𝑗 𝒙 = 𝑦𝑗 − 𝜙 𝑡𝑗; 𝒙 ,𝑗 = ۱,۲, … ,𝑚

کـــم
𝒙∈ℝ۶

𝑓(𝑥) = 𝑟۱
۲ 𝒙 + 𝑟۲

۲ 𝒙 +⋯+ 𝑟𝑚
۲ 𝒙

مربعات‌غیرخطیکمترین‌مسئلة‌برازش‌



ادامه-مثال‌–مقدمه‌

کـــم
𝒙∈ℝ۶

𝑓(𝑥) = 𝑟۱
۲ 𝒙 + 𝑟۲

۲ 𝒙 +⋯+ 𝑟𝑚
۲ 𝒙

مربعات‌غیرخطیکمترین‌مسئلة‌برازش‌
از‌انواع‌بهینه‌سازی‌نامقید

∗𝒙پاسخ‌:فرض = ۱.۱,۰.۰۱,۱.۲,۱.۵,۲.۰,۱.۵ 𝑇

fمقدار‌کمینه‌ 𝒙∗ = ۰.۳۴

وجود‌تفاوت‌بین‌مقدار‌واقعی‌و‌مقدار‌بدست‌آمده
چگونه‌x*را‌کمینه‌ساز‌fمی‌دانیم

راه‌حل»نیاز‌به‌تعریف‌»



تشخیص‌کمینه‌محلی

fکمینه‌ساز‌سراسری‌

نقطة‌بدست‌دهندة‌کمترین‌مقدار‌تابع‌𝑓 𝑥∗ ≤ 𝑓 𝑥 ∀𝑥

مشکل‌در‌یافتن
اطلاع‌صرفا‌از‌دور‌و‌بر‌هر‌نقطه‌و‌نه‌بیشتر
عدم‌اطمینان‌از‌وجود‌شکاف‌عمیق‌در‌داده
بیشتر‌الگوریتم‌ها‌یابندة‌کمینه‌ساز‌محلی

∗𝑥کمینه‌ساز‌محلی‌

اگر‌در‌همسایگی‌𝑥∗(نمایش‌با‌ℋ‌)𝑓 𝑥∗ ≤ 𝑓 𝑥 , 𝑥 ∈ ℋ
معروف‌به‌کمینه‌ساز‌محلی‌ضعیف

کمینه‌ساز‌محلی‌اکید
𝑓 𝑥∗ < 𝑓 𝑥 , 𝑥 ∈ ℋ,𝑥 ≠ 𝑥∗



تشخیص‌کمینه‌محلی

مثال
𝑓 (𝑥) = ۲

۲مثال‌
𝑓 𝑥 = 𝑥 − ۲ ۴

کمینه‌ساز‌محلی‌تک‌افتاده



یافتن‌کمینة‌محلی

جستجو‌همسایگی؟

تابع‌هموار
روش‌های‌کاراتر‌و‌عملی‌تر

تابع‌مشتق‌پذیر‌مرتبه‌اول‌و‌دوم
وجود‌گرادیان‌و‌هسی
نامید(‌کمینه‌محلی‌قوی)محتملا‌بتوان‌نقطه‌ای‌را‌کمینه‌محلی‌
ابزار‌ریاضی‌مطالعة‌کمینه‌سازها

قضیة‌تیلور

قضیة‌تیلور



قضیة‌تیلور

𝑓:ℝ𝑛 → ℝمشتق‌پذیر‌پیوسته‌و‌تابعی‌𝒑 ∈ ℝ𝑛آن‌گاه‌،

𝑓 𝒙 + 𝒑 = 𝑓 (𝒙) + 𝛻 𝑓 (𝒙 + 𝑡𝒑)𝑇 𝒑

𝑡 ∈ (0,۱).

هم‌چنین،‌اگر‌مشتق‌پذیر‌مرتبه‌دوم‌پیوسته‌باشد،‌آن‌گاه

𝛻𝑓 𝒙 + 𝒑 = 𝛻𝑓 𝒙 +න

0

۱

𝛻۲𝑓 𝒙 + 𝑡𝒑 𝒑𝑑𝑡

𝑓 𝒙 + 𝒑 = 𝑓 𝒙 + 𝛻𝑓 𝒙 𝑇𝒑 +
۱
۲
𝒑𝑇𝛻۲𝑓 𝒙 + 𝑡𝒑 𝒑

𝑡 ∈ (0,۱)



قضیة‌شروط‌لازم‌مرتبة‌اول

𝒙∗کمینه‌ساز‌محلی‌و‌fو‌پیوسته‌است،‌آن‌گاه‌مشتق‌پذیر‌در‌همسایگی‌نقطة‌مذکور‌𝛻𝑓 𝒙∗ = 0

اثبات

𝛻𝑓فرض‌-برهان‌خلف 𝒙∗ ≠ 0

𝐩تعریف‌ = −𝛻𝑓 𝒙∗در‌نتیجه‌𝐩T𝛻𝑓 𝒙∗ = − 𝛻𝑓 𝒙∗ ۲

𝑇به‌دلیل‌پویستگی‌گردایان‌حول‌نقطه‌کمینه،‌وجود‌ > به‌طوری‌که0
𝐩T𝛻𝑓 𝒙∗ + 𝑡𝒑 < 0, 𝑡 ∈ 0, 𝑇

استفاده‌از‌قضیة‌تیلور
𝑓 𝒙∗ + ҧ𝑡𝒑 = 𝑓 𝒙∗ + ҧ𝑡𝐩T𝛻𝑓 𝒙∗ + 𝑡𝒑 ⟹ 𝑓 𝒙∗ + ҧ𝑡𝒑 < 𝑓 𝒙∗



قضیة‌شروط‌لازم‌مرتبة‌اول

𝒙∗کمینه‌ساز‌محلی‌و‌fو‌پیوسته‌است،‌آن‌گاه‌مشتق‌پذیر‌در‌همسایگی‌نقطة‌مذکور‌𝛻𝑓 𝒙∗ = 0

اثبات

𝒙∗نقطه‌ماناست‌اگر‌𝛻𝑓 𝒙∗ = 0

.هر‌کمینة‌محلی،‌نقطة‌ماناست:نتیجة‌قضیه



قضیة‌شروط‌لازم‌مرتبة‌دوم

𝑥∗کمینه‌ساز‌محلی‌𝑓و‌𝛻۲𝑓موجود‌و‌پیوسته‌همسایة‌نقطة‌مذکور،‌آن‌گاه‌𝛻𝑓 𝑥∗ = 𝛻۲𝑓و‌0 𝑥∗

.مثبت‌نیمه‌معین‌است

.اثبات‌برهان‌خلف‌مشتق‌دوم‌مثبت‌معین‌نباشد

𝑓 𝒙 + ҧ𝑡𝒑 = 𝑓 𝒙 + ҧ𝑡𝛻𝑓 𝒙 𝑇𝒑 +
۱
۲
ҧ𝑡۲𝒑𝑇𝛻۲𝑓 𝒙 + 𝑡𝒑 𝒑



قضیة‌شروط‌کافی‌مرتبة‌دوم

𝛻۲𝑓موجود‌و‌در‌همسایگی‌𝑥∗پیوسته‌و‌𝛻𝑓 𝑥∗ = 𝛻2𝑓و‌0 𝑥∗مثبت‌‌معین،‌آن‌گاه‌نقطه‌مذکور‌کمینة‌
.استfتابع‌محلی‌اکید‌

تمرین-اثبات



شرایط‌بهینگی‌کمینه‌سازی‌چندمتغیره

قضیة‌شروط‌لازم‌کمینه‌محلی‌ضعیف
۱الف‌:𝛻𝑓 𝑥∗ = نقطه‌مانا0

۲الف‌:𝛻2𝑓 𝑥∗نیمه‌معینمثبت‌

قضیة‌شروط‌کافی‌کمینه‌محلی‌قوی
۱ب‌:𝛻𝑓 𝑥∗ = 0

۲ب‌:𝛻2𝑓 𝑥∗معینمثبت‌



قضیة‌کوژ

𝑓کوژ‌باشد،‌هر‌𝑥∗کمینه‌ساز‌محلی‌کمینه‌ساز‌سراسری‌𝑓هم‌چنین‌اگر‌.است𝑓مشتق‌پذیر‌باشد،‌آن‌گاه‌هر‌
.خواهد‌بود𝑓کمینه‌ساز‌سراسری‌∗𝑥نقطه‌مانای‌

کوژی
ماتریس‌هسی‌مثبت‌نمیه‌معین

اکیدا‌کوژ
ماتریس‌هسی‌مثبت‌معین



حل

نتایج‌بدست‌آمده‌از‌حسابان‌ساده‌‌و‌مقدماتی

نامقیدبهینه‌سازی‌بنیادی‌جهت‌الگوریتم‌های‌

ناپدید‌می‌شودfهر‌الگوریتم‌با‌یکی‌از‌روش‌ها‌به‌دنبال‌یافتن‌نقطه‌ای‌که‌گرادیان‌



مسائل‌ناهموار

توابع‌ناهموار‌و‌ناپیوسته‌

روشی‌عمومی‌برای‌حل‌وجود‌ندارد

در‌صورت‌اتصال‌چند‌قطعة‌هموار‌با‌ناپیوستگی‌بین‌قطعه‌ها
امکان‌یافتن‌کمینه‌ساز‌با‌کمینه‌کردن‌جداگانة‌هر‌قطعه

از‌روش‌های‌زیرگرادیان‌یا‌گرادیان‌تعمیمی



الگوریتم‌های‌بهینه‌سازی‌نامقید

شصت‌سال‌اخیر

جملگی‌با‌شروع‌از‌نقطة‌آغاز

تکرار‌دنباله‌ای‌از‌مراحل

پایان
بهبود‌غیرممکن
رسیدن‌به‌تخمین‌مناسبی‌از‌پاسخ

𝑓نزولی‌ (𝑥𝑖) < 𝑓 (𝑥𝑖−𝑚)

𝑥𝑖+1به‌نقطة‌𝑥𝑖دو‌استراتژی‌اساسی‌جهت‌حرکت‌از‌نقطه‌فعلی‌
جستجو‌خط
منطقه‌اعتماد

انتخاب‌جهت‌حرکت‌و‌اندازة‌حرکت



الگوریتم‌های‌بهینه‌سازی‌نامقید

محور-روش‌های‌گرادیان
انتخاب‌جهت‌حرکت‌و‌اندازة‌حرکت

محور-گرادیانالگوریتم
𝑖و‌𝒙0انتخاب‌مقدار‌اولیة‌ = 0

همگرا‌نشدنتازمان

{

𝛼𝑖و‌اندازه‌قدم‌𝒑𝑖انتخاب‌جهت‌
𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖
𝑖 ← 𝑖 + 1

{



جستجو‌خط‌و‌منطقه‌اعتماد-دو‌استراتژی

استراتژی‌جستجو‌خط
انتخاب‌جهت‌𝒑𝑖
جستجو‌در‌راستای‌جهت‌یافت‌شده‌از‌𝒙𝑖فعلی‌به‌تکرار‌جدیدی‌با‌مقدار‌𝑓کمتر
با‌حل‌مسئله‌کمینه‌سازی‌یک‌بعدی‌زیر‌جهت‌یافتن‌𝛼

کـــم
𝛼>0

𝑓(𝒙𝒊 + 𝛼𝒑𝑖)

استراتژی‌منطقه‌اعتماد‌
تعریف‌شعاعی‌∆> به‌عنوان‌منطقة‌اعتماد‌𝒙𝑖اطراف‌0
از‌تابع‌(‌تخمینی)جمع‌آوری‌اطلاعات‌جهت‌ایجاد‌مدلی‌𝑓

تابع‌تخمین‌با‌نام‌𝒎𝑖

دارای‌رفتار‌مشابه‌در‌نزدیکی‌نقطه‌𝒙𝑖
کـــم
𝒑

𝒎𝒊(𝒙𝑖 + 𝒑)

𝒙𝑖 + 𝒑در‌داخل‌منطقه‌اعتماد‌
𝒑 2 ≤ ∆



ادامه-دو‌استراتژی‌

استراتژی‌منطقه‌اعتماد‌
تابع‌تخمین‌𝒎𝑖معمولا‌برابر‌با

𝒎𝑖 𝒙𝑖 + 𝒑 = 𝑓𝑖 + 𝒑𝑇𝛻𝑓𝑖 +
۱
۲
𝑝𝑇𝐵𝑖𝑝

𝐵𝑖یا‌تابع‌هسی‌𝛻2𝑓𝑖یا‌تخمینی‌از‌آن



جستجو‌خط-سیاست‌نخست

در‌جهت‌کاهش𝒑𝑖انتخاب‌
مرتبه‌اول،‌همگرائی‌خطی(:‌گرادیان‌نزولی)بیشترین‌نزول‌
خطی(‌سریعتر)مرتبه‌اول،‌همگرائی‌:‌مزدوجروش‌گرادیان‌
مرتبه‌دوم،‌همگرائی‌درجه‌دو:‌روش‌نیوتن

مرتبه‌اول‌تا‌تخمین‌مرتبة‌دوم،‌همگرائی‌ابرخطی:‌روش‌شبه‌نیوتن
با‌حل‌مسئله‌کمینه‌سازی‌یک‌بعدی‌زیر‌جهت‌یافتن‌𝛼

برآورده‌گر‌شروط‌وولف𝛼𝑖انتخاب‌طول‌قدم‌
یافتن‌بازه‌ای‌شامل‌طول‌قدم‌مناسب:‌کروشه‌گذاری

محاسبة‌قدم‌مناسب‌در‌بازة‌فعلی:‌درون‌یابی/نیمه‌سازی



شدیدترین‌نزول

شبیه‌پائین‌آمدن‌از‌کوه

انتخاب‌سریعترین‌جهت‌سرازیری
𝒑𝑖 = −𝛻𝑓

کاربرد
بهینه‌سازی
شبکه‌عصبی
یادگیری‌ماشین
شبکه‌عمیق

مزایا
صرفا‌استفاده‌از‌اطلاع‌مرتبه‌اول
همیشه‌جهت‌نزول
حافظه‌کم

معایب
کند‌در‌مسائل‌سخت
حساس‌به‌مقیاس‌گذاری



ادامه-مثال‌-شدیدترین‌نزول

حل‌با‌استفاده‌از‌شدیدترین‌نزول
𝑓 𝑥 = 𝑥۲ − ۲𝑥 + ۲ = 𝑥 − ۱ ۲ + ۱

کـــــم
𝑥

𝑓(𝑥)

نمی‌دانیمبهینه‌را‌مقدار‌
شروع‌از‌مقدار‌تصادفی‌𝑥 = ۳

مشتق‌گیری:‌قدم‌اول

𝑑𝑓

𝑑𝑥
= ۲x − ۲



ادامه-مثال‌-شدیدترین‌نزول

قدم‌دوم
مطالعة‌مشتق‌در‌نقطة‌داده‌شده

𝑓′ ۳ = ۲ ۳ − ۲ = ۴
مشتق‌در‌کمینه‌باید‌صفر‌باشد
مقدار‌مثبت‌مشتق

و‌باید‌عقب‌رفت.‌نمایشگر‌اینکه‌مقدار‌تابع‌افزایشی‌است

اگر‌مقدار‌𝑥 = به‌عنوان‌حدس‌اولیه‌انتخاب‌می‌شد۱−
آن‌گاه‌مشتق‌𝑓’ = −۴

نمایشگر‌نزولی‌بودن‌مقدار‌و‌در‌نتیجه‌نیاز‌به‌جلو‌رفتن

مقدار‌فعلی‌مشتق‌نشانگر‌مسیر
نزدیک‌شدن‌به‌یا‌دور‌شدن‌از‌کمینه



ادامه-مثال‌-شدیدترین‌نزول

𝑥𝑖+۱ = 𝑥𝑖 + 𝛼(−𝑓′ 𝑥𝑖 )

𝑥𝑖+۱حدس‌بعدی

𝛼طول‌قدم‌ = 0.۲

𝑥0 = ۳
𝑥𝑖+۱ = 𝑥𝑖 + 0. ۲(−𝑓′ 𝑥𝑖 )

𝑥۱ = ۳− 𝛼𝑓′ ۳ = ۳+ 0. ۲ −۴ = ۲. ۲
𝑥۲ = ۲. ۲− 𝛼𝑓′ ۲. ۲ = ۲. ۲+ 0. ۲(−۲. ۴) = ۱. ۷۲

.ادامه‌محتملا‌به‌پاسخ‌می‌رسد
?

چرا‌شدیدترین‌نزول‌به‌جای‌روش‌تحلیلی‌و‌حسابان
نوشتن‌برنامه‌



۲مثال-شدیدترین‌نزول

یافتن‌بهترین‌خط‌برازش
𝑦 = 𝛼𝑥 + 𝛽

𝛽و‌𝛼به‌دنبال‌یافتن‌

ابتدا‌نیاز‌به‌تعریف‌خطا
خطا‌تفاضل‌بین‌داده‌و‌مقدار‌بدست‌آمده‌از‌مدل

𝑒۱ = ො𝑦۱ − 𝑦۱
𝑒۲ = ො𝑦۲ − 𝑦۲

نیاز‌به‌کل‌خطا
جمع‌تمامی‌مقادیر‌خطا‌:‌یک‌روش𝑒کل = 𝑒۱ + 𝑒۲ + 𝑒۳ + 𝑒۴

غلط‌انداز

روش‌بهتر‌𝑒کل = 𝑒۱
۲ + 𝑒۲

۲ + 𝑒۳
۲ + 𝑒۴

۲

x y

۱ ۱

۲ ۱

۲ ۲

۳ ۲



ادامه-۲مثال-شدیدترین‌نزول

کل𝑒روش‌بهتر = 𝑒۱
۲ + 𝑒۲

۲ + 𝑒۳
۲ + 𝑒۴

۲
𝑒۱ = ො𝑦۱ − 𝑦۱ ⟹ 𝑒۱ = [𝛼𝑥۱ + 𝛽] − 𝑦۱
𝑒۲ = ො𝑦۲ − 𝑦۲ ⟹ 𝑒۲ = [𝛼𝑥۲ + 𝛽] − 𝑦۲
𝑒۳ = ො𝑦۳ − 𝑦۳ ⟹ 𝑒۳ = [𝛼𝑥۳ + 𝛽] − 𝑦۳
𝑒۴ = ො𝑦۴ − 𝑦۴ ⟹ 𝑒۴ = [𝛼𝑥۴ + 𝛽] − 𝑦۴

خطای‌کل

𝑒کل =෍

𝑖=۱

۴

𝑒𝑖
۲

=෍

𝑖=۱

۴

( [𝛼𝑥𝑖 + 𝛽] − 𝑦𝑖)
۲

x y

۱ ۱

۲ ۱

۲ ۲

۳ ۲



ادامه-۲مثال-شدیدترین‌نزول

به‌دنبال‌یافتن‌خطی‌با‌کمترین‌خطای‌ممکن

𝑒کل =෍

𝑖=۱

۴

𝑒𝑖
۲ =෍

𝑖=۱

۴

( [𝛼𝑥𝑖 + 𝛽] − 𝑦𝑖)
۲

کـــــم
𝛼,𝛽

෍

𝑖=۱

۴

( [𝛼𝑥𝑖 + 𝛽] − 𝑦𝑖)
۲

استفاده‌از‌شدیدترین‌نزول

𝛼ب
𝛽ب

=
𝛼ق
𝛽ق

− 0. ۲

𝜕𝑓

𝜕𝛼
(𝛼ق, 𝛽ق)

𝜕𝑓

𝜕𝛽
(𝛼ق, 𝛽ق)

x y

۱ ۱

۲ ۱

۲ ۲

۳ ۲



ادامه-۲مثال-شدیدترین‌نزول

𝛼ب
𝛽ب

=
𝛼ق
𝛽ق

− 0. ۲

෍

𝑖=۱

۴

۲( [𝛼𝑥𝑖 + 𝛽] − 𝑦𝑖)𝑥𝑖

෍

𝑖=۱

۴

۲( [𝛼𝑥𝑖 + 𝛽] − 𝑦𝑖)

مقدار‌اولیه
𝛼0
𝛽0

=
۱
۱

x y

۱ ۱

۲ ۱

۲ ۲

۳ ۲



ادامه-۲مثال-شدیدترین‌نزول

تحریر‌محل‌نزاع
چهار‌داده

محاسبات‌فراوان

حال‌اگر‌یک‌میلیون‌داده‌موجود‌باشد
یک‌میلیارد‌داده‌چه؟
راه‌حل؟

𝛼ب
𝛽ب

=
𝛼ق
𝛽ق

− 0. ۲

෍

𝑖=۱

۴

۲( [𝛼𝑥𝑖 + 𝛽] − 𝑦𝑖)𝑥𝑖

෍

𝑖=۱

۴

۲( [𝛼𝑥𝑖 + 𝛽] − 𝑦𝑖)

x y

۱ ۱

۲ ۱

۲ ۲

۳ ۲



ادامه-۲مثال-شدیدترین‌نزول

راه‌حل
گرادیان‌نزولی‌تصادفی

𝛼𝑗+1
𝛽𝑗+1

=
𝛼𝑗
𝛽𝑗

− 0. ۲
2( [𝛼𝑗𝑥۱ + 𝛽𝑗] − 𝑦1)𝑥1
2( [𝛼𝑗𝑥1 + 𝛽𝑗] − 𝑦1)

𝛼𝑗+2
𝛽𝑗+2

=
𝛼𝑗+1
𝛽𝑗+1

− 0.2
2( [𝛼𝑗+1𝑥2 + 𝛽𝑗+1] − 𝑦2)𝑥2
2( [𝛼𝑗+1𝑥2 + 𝛽𝑗+1] − 𝑦2)

در‌هم‌کردن‌داده‌ها‌و‌خواندن‌از‌نمونه‌نخست

ادامه‌تا‌خواندن‌همه‌نمونه‌ها‌و‌شروع‌کار‌با‌نمونه‌اول

ادامه‌تا‌همگرائی



ادامه-۲مثال-شدیدترین‌نزول

گرادیان‌نزولی
کندتر
صحیح‌تر
دسته‌ای
استفاده‌از‌همه‌نمونه‌ها

گرادیان‌نزولی‌تصادفی
سریعتر
دقت‌کمتر
استفاده‌از‌یک‌نمونه‌در‌هر‌زمان

گرادیان‌نزولی‌زیردسته‌ای
بیشتر‌از‌یک‌نمونه‌در‌هرزمان‌و‌کمتر‌از‌تمامی‌نمونه‌ها



𝛼طول‌قدم‌

طول‌قدم‌
نیاز‌به‌سبک‌سنگین‌کردن

انتخاب‌طولی‌با‌کاهش‌مقدار‌قابل‌توجه‌f

بدون‌سپری‌کردن‌زمان‌زیاد‌برای‌یافتن‌طول‌مناسب

تابعی‌بر‌اساس‌طول‌قدم
𝜙 𝛼𝑖 = 𝑓 𝒙𝑖 + 𝛼𝑖𝒑𝑖 , 𝛼𝑖 > 0

تابعی‌تک‌متغیره
کمینه‌ساز‌سراسری
مشکل‌یافتن‌کمینه‌سراسری
سیاست‌‌عملی‌تر

جستجو‌خط‌جزیی‌



𝛼طول‌قدم‌

امر‌غالب
برای‌طول‌قدمالگوریتم‌جستجو‌به‌دنبال‌یافتن‌مقداری
اتمام‌الگوریتم‌هنگام‌یافتن‌مقدار‌برآورده‌کنندة‌چند‌شرط
انجام‌جستجو‌خط‌در‌دو‌مرحله

کروشه‌گذاری

یافتن‌بازه‌مقادیر‌مطلوب

نیمه‌سازی/درون‌یابی

یافتن‌مقدار‌مناسب‌در‌بازه‌مذکور

ابتدا‌بررسی‌شرط‌خاتمه



𝛼طول‌قدم‌

ساده‌ترین‌شرط‌
کاهش‌در‌مقدار‌تابع

𝑓 𝒙𝑘 + 𝛼𝑖𝒑𝑘 < 𝑓(𝒙𝑘)

ناکافی‌جهت‌هم‌گرایی‌به‌کمینه‌ساز

نیاز‌به‌شرط‌کافی‌کاهش



شروط‌وولف

کاهش‌کافی‌تابع‌هدفطول‌قدم‌در‌هر‌مرحله‌صادق‌در‌

کاهش‌کافی
𝑓 𝒙𝒊 + 𝛼𝑖𝒑𝑖 ≤ 𝑓 𝒙𝒊 + 𝑐1𝛼𝑖𝛻𝑓𝑖

𝑇𝒑𝑖
𝑐1 ∈ 0,1
تناسب‌کاهش‌fبا

طول‌قدم𝛼𝑖
مشتق‌جهت‌دار‌𝛻𝑓𝑖

𝑇𝒑𝑖

شهره‌به‌شرط‌ارمیخو
𝜙 𝛼𝑖 ≤ 𝑙 𝛼𝑖

اختصاص‌مقداری‌کوچک‌به‌𝑐1

!مکفی‌نیست«‌شرط‌کافی»اما‌

𝑙 𝛼𝑖 = 𝑓(𝒙𝑖) + 𝑐1𝛼𝑖𝛻𝑓𝑖
𝑇𝒑𝑖



شروط‌وولف

جهت‌حذف‌مقادیر‌اقدام‌کوچک
شرط‌انحنا

𝛻𝑓 𝒙𝒊 + 𝛼𝑖𝒑𝑖
𝑇𝒑𝑖 ≥ 𝑐2𝛻𝑓(𝒙𝑖)

𝑇 𝒑𝑖
𝑐2 ∈ 𝑐1,1

𝜙′ 𝛼𝑖 = 𝛻𝑓 𝒙𝒊 + 𝛼𝑖𝒑𝑖
𝑇𝒑𝑖

شیب‌𝜙در‌𝛼𝑖بزرگتر‌از‌مضربی‌از‌شیب‌ابتدایی‌𝜙′ 𝑐2𝜙یا‌بزرگتر‌از‌)0
′ 0)

شیب‌خیلی‌منفی

امکان‌کاهش‌بیشتر

شیب‌کمی‌منفی‌یا‌کمی‌مثبت

ته‌خط!

عدم‌انتظار‌کاهش‌بیشتر‌در‌مقدار‌تابع



شروط‌وولف

جهت‌حذف‌مقادیر‌اقدام‌کوچک
شرط‌انحنا

𝛻𝑓 𝒙𝒊 + 𝛼𝑖𝒑𝑖
𝑇𝒑𝑖 ≥ 𝑐2𝛻𝑓(𝒙𝑖)

𝑇 𝒑𝑖
𝑐2 ∈ 𝑐1,1

𝜙′ 𝛼𝑖 = 𝛻𝑓 𝒙𝒊 + 𝛼𝑖𝒑𝑖
𝑇𝒑𝑖

شیب‌𝜙در‌𝛼𝑖بزرگتر‌از‌مضربی‌از‌شیب‌ابتدایی‌𝜙′ 𝑐2𝜙یا‌بزرگتر‌از‌)0
′ 0)

شیب‌خیلی‌منفی
امکان‌کاهش‌بیشتر

شیب‌کمی‌منفی‌یا‌کمی‌مثبت
ته‌خط!
عدم‌انتظار‌کاهش‌بیشتر‌در‌مقدار‌تابع

𝑐2
۰.۹روش‌نیوتن‌یا‌شبه‌نیوتن‌معمولا‌برابر‌
۰.۱روش‌گرادیان‌مزدوج‌معمولا‌برابر‌



شروط‌وولف

شرط‌ارمیخو

𝑓 𝒙𝒊 + 𝛼𝑖𝒑𝑖 ≤ 𝑓 𝒙𝒊 + 𝑐1𝛼𝑖𝛻𝑓(𝒙𝑖)
𝑇 𝒑𝑖

شرط‌انحنا

𝛻𝑓 𝒙𝒊 + 𝛼𝑖𝒑𝑖
𝑇𝒑𝑖 ≥ 𝑐2𝛻𝑓(𝒙𝑖)

𝑇 𝒑𝑖

0 < 𝑐1 < 𝑐2 < 1



قوی‌وولفشروط‌

امکان‌وجود‌شرایط‌وولف‌بدون‌اینکه‌طول‌مناسبی‌باشد

شروط‌قوی‌وولف
𝑓 𝒙𝒊 + 𝛼𝑖𝒑𝑖 ≤ 𝑓 𝒙𝒊 + 𝑐1𝛼𝑖𝛻𝑓(𝒙𝑖)

𝑇 𝒑𝑖

𝛻𝑓 𝒙𝒊 + 𝛼𝑖𝒑𝑖
𝑇𝒑𝑖 ≤ 𝑐2 𝛻𝑓(𝒙𝑖)

𝑇 𝒑𝑖

0 < 𝑐1 < 𝑐2 < 1

جلوگیری‌از‌مقادیر‌خیلی‌مثبت



شروط‌گلدشتین

اطمینان‌از‌دستیابی‌طول‌به‌کاهش‌کافی‌و‌جلوگیری‌از‌کوتاه‌قدم‌برداشتن‌

𝑓 𝒙𝒊 + 1 − 𝑐 𝛼𝑖𝛻𝑓(𝒙𝑖)
𝑇 𝒑𝑖 ≤ 𝑓 𝒙𝒊 + 𝛼𝑖𝒑𝑖 ≤ 𝑓 𝒙𝒊 + 𝑐𝛼𝑖𝛻𝑓(𝒙𝑖)

𝑇 𝒑𝑖

0 < 𝑐 < 0.5

همان‌شرط‌کاهش‌کافی



شروط‌گلدشتین

اطمینان‌از‌دستیابی‌طول‌به‌کاهش‌کافی‌و‌جلوگیری‌از‌کوتاه‌قدم‌برداشتن‌

𝑓 𝒙𝒊 + 1 − 𝑐 𝛼𝑖𝛻𝑓(𝒙𝑖)
𝑇 𝒑𝑖 ≤ 𝑓 𝒙𝒊 + 𝛼𝑖𝒑𝑖 ≤ 𝑓 𝒙𝒊 + 𝑐𝛼𝑖𝛻𝑓(𝒙𝑖)

𝑇 𝒑𝑖

0 < 𝑐 < 0.5

کنترل‌طول‌قدم‌از‌پائین



کاهش‌کافی‌با‌پس‌روی

صرفا‌استفاده‌از‌شرط‌کافی‌و‌نه‌شرط‌دوم

جستجو‌خط‌با‌پس‌رویالگوریتم
انتخاب‌𝛼 > 𝜌و‌0 ∈ 𝑐و‌(0,1) ∈ 𝛼و‌(0,1) = 𝛼

تازمان𝑓 𝒙𝒊 + 𝛼𝒑𝑖 ≥ 𝑓 𝒙𝒊 + 𝑐𝛼𝛻𝑓(𝒙𝑖)
𝑇 𝒑𝑖

}

𝛼 = 𝜌𝛼

{

𝛼𝑖 = 𝛼



کاهش‌کافی‌با‌پس‌روی

صرفا‌استفاده‌از‌شرط‌کافی‌و‌نه‌شرط‌دوم

جستجو‌خط‌با‌پس‌رویالگوریتم
انتخاب‌𝛼 > 𝜌و‌0 ∈ 𝑐و‌(0,1) ∈ 𝛼و‌(0,1) = 𝛼

تازمان𝑓 𝒙𝒊 + 𝛼𝒑𝑖 ≥ 𝑓 𝒙𝒊 + 𝑐𝛼𝛻𝑓(𝒙𝑖)
𝑇 𝒑𝑖

}

𝛼 = 𝜌𝛼

{

𝛼𝑖 = 𝛼

روش‌نیوتن‌‌و‌شبه‌نیوتن
𝛼 = 1

در‌هر‌مرحله𝜌امکان‌تخصیص‌پویای‌



𝛼طول‌قدم‌

طول‌قدم‌

اندازه‌هر‌پرش
بزرگ

همگرا‌نشدن

کوچک
کند

یکی‌از‌را‌ه‌حل‌ها
شروع‌با‌طول‌قدم‌بزرگ

۱مثلا‌

کاهش‌طول‌قدم‌هنگام‌اضافه‌رفتن‌𝛼 = 0.8𝛼
کاهش‌دوبارة‌مقدار‌درصورت‌کافی‌نبودن‌کاهش‌مقدار‌قبلی
ادامه‌تا‌یافتن‌طول‌قدم‌مناسب

𝛼𝑖راه‌دیگر‌ =
𝑐

𝑖



ادامه-𝛼طول‌قدم‌

روش‌دیگر
وابسته‌به‌شکل‌تابع
در‌طول‌بهینه‌سازی

پیگیری‌گرادیان‌های‌بدست‌آمده‌در‌گذشته

آداگراد

𝑠 = 0
همگرا‌نشدنتازمان

𝒈 = −𝛻𝑓(𝒙𝑖)

𝑠 = 𝑠 + 𝛻𝑓 𝒙𝑖
۲

𝒙𝑖+۱ = 𝒙𝑖 +
𝛼

𝑠+𝜖
𝒈

John Duchi, Elad Hazan, Yoram Singer, "adaptive Subgradient Methods for Online Learning and Stochastic Optimization," JMLR, 12(61):2121−2159, 2011.



ادامه-𝛼طول‌قدم‌

مشکل‌آداگراد
جمع‌مربعات‌در‌مخرج

بی‌اندازه‌کوچک‌شدن‌طول‌قدم

پراپ‌-اس-ام-ارRMSPROP

جلوگیری‌از‌کوچک‌شدن‌بی‌اندازة‌مقدار‌طول‌قدم

کاهش‌طول‌و‌استفاده‌از‌قبلی‌ها‌

با‌استفاده‌از‌پنجره‌از‌چند‌مقدار‌قبلی

𝒔 = 0
همگرا‌نشدنتازمان

𝒈 = −𝛻𝑓(𝒙𝑖)
𝒔 = 𝛾𝒔 + ۱ − 𝛾 𝛻𝑓 𝒙𝑖 ۲

𝒙𝒊+۱ = 𝒙𝑖 + 𝛼
𝒈

𝒔+𝜖

D. Zeiler, "ADADELTA: An Adaptive Learning Rate Method Matthew," 2012 



روش‌نیوتن‌

گرادیان‌نزولی‌مبتنی‌بر‌مشتق‌مرتبه‌اول
𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 − 𝛼𝑖 𝛻𝑓 𝑥𝑖 ⟸ گ‌ن

روشی‌مبتنی‌بر‌مرتبه‌دوم
هسیماتریس‌

https://math.stackexchange.com/questions/609680/newtons-method-intuition

https://math.stackexchange.com/questions/609680/newtons-method-intuition


روش‌نیوتن‌

گرادیان‌نزولی‌مبتنی‌بر‌مشتق‌مرتبه‌اول
𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 − 𝛼𝑖 𝛻𝑓 𝑥𝑖 ⟸ گ‌ن

𝑔𝑘استفاده‌از‌)دوم‌روشی‌مبتنی‌بر‌مرتبه‌ = 𝛻𝑓(𝒙𝑘)و‌𝐻𝑘 = 𝛻2𝑓(𝒙𝑘))
ماتریس‌هسی

(یک‌بعدی)برای‌یافتن‌صفر‌-یادآوری‌جهت‌تقریب‌ذهن

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 −
𝑓 𝑥𝑖
𝑓′ 𝑥𝑖





روش‌نیوتن‌

گرادیان‌نزولی‌مبتنی‌بر‌مشتق‌مرتبه‌اول
𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 − 𝛼𝑖 𝛻𝑓 𝑥𝑖 ⟸ گ‌ن

روشی‌مبتنی‌بر‌مرتبه‌دوم
ماتریس‌هسی

(یک‌بعدی)برای‌یافتن‌صفر‌-یادآوری‌جهت‌تقریب‌ذهن

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 −
𝑓 𝑥𝑖
𝑓′ 𝑥𝑖

کمینه‌یا‌بیشینه
به‌دنبال‌اینکه‌مشتق‌صفر‌باشد

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 −
𝑓′ 𝑥𝑖
𝑓′′ 𝑥𝑖



ادامه-روش‌نیوتن‌



ادامه-روش‌نیوتن‌

𝑓:ℝ𝑛 → ℝ
به‌دنبال‌یافتن‌کمینه

𝒙قضیة‌تیلور‌جهت‌ ∈ ℝ𝑛نزدیک‌a

𝑓 𝒙 ≈ 𝑓 𝒂 + 𝛻𝑓 𝒂 𝑇 𝒙 − 𝒂 +
1

2
𝒙 − 𝒂 𝑇𝛻2𝑓 𝒂 𝒙 − 𝒂

𝑔 = 𝛻𝑓 𝑎

𝐻 = 𝛻2𝑓 𝑎 =
𝜕2𝑦

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
, 𝑖, 𝑗 ∈ {1,… , 𝑛}

دیگر‌روش‌نوشتن‌

𝑓 𝒙 + 𝒑 ≈ 𝑓 𝒙 + 𝛻𝑓 𝒙 𝑇𝒑 +
1

2
𝒑𝑇𝛻2𝑓 𝒙 𝒑



ادامه-روش‌نیوتن‌

𝑓 𝒙𝑘 + 𝒑 ≈ 𝑓 𝒙𝑘 + 𝛻𝑓 𝒙𝑘
𝑇𝒑 +

1

2
𝒑𝑇𝛻2𝑓 𝒙𝑘 𝒑

𝑓 𝒙𝑘 + 𝒑 ≈ 𝑓 𝒙𝑘 + 𝒈𝑘
𝑇𝒑 +

1

2
𝒑𝑇𝑯𝑘𝒑

𝑞(𝒑)

𝑞(𝒑)کاهنده‌تقریب‌درجة‌دو‌𝒑:روش‌نیوتن

𝛻𝑞 𝒑 = 𝒈 + 𝐻𝒑 = 𝟎

معادلة‌نیوتن
𝐻𝒑 = −𝐠

𝒑𝒌 = −𝑯𝒌
−𝟏𝒈𝒌

𝒑𝒌جهت‌نیوتن



ادامه-روش‌نیوتن‌

𝒑𝒌 = −𝑯𝒌
−𝟏𝒈𝒌

𝒙𝑘+1 = 𝒙𝑘 + 𝛼𝑘𝒑𝒌با‌جستجو‌خط



ادامه-روش‌نیوتن‌

الگوریتم‌روش‌نیوتن

𝒙0مقداردهی‌اولیه‌ ∈ ℝ𝑛

𝑥𝑖+1تکرار‌ = 𝑥𝑖 −𝐻
−1 𝑔

𝑔 = 𝛻𝑓 𝑥𝑖
𝐻 = 𝛻2𝑓 𝑥𝑖



حل‌معادلة‌غیرخطی–روش‌نیوتن‌

min
𝑥∈ℝ𝑛

𝑓(𝒙)

𝛻𝑓 𝒙 = 𝒈 𝒙 = 𝟎

𝒈𝒊معادلة‌غیرخطی‌-nنیاز‌به‌حل‌دستگاه‌ 𝒙 = 0

𝑔 𝒙𝑘 + 𝒑 ≈ 𝑔 𝒙𝑘 +𝐻 𝒙𝑘 𝒑 = 𝟎

𝒑 = 𝐻−𝟏 𝒙𝑘 𝑔 𝒙𝑘



ادامه–روش‌نیوتن‌

𝒑𝑘 = 𝐻−𝟏 𝒙𝑘 𝑔 𝒙𝑘
𝑓𝑝
′ 𝒙𝑘 = 𝑔𝑘

𝑇𝒑𝑘 = −𝑔𝑘
𝑇𝐻𝑘

−1𝑔𝑘 < 0, 𝑔𝑘 ≠ 0

Hبرآورده‌پذیر‌در‌صورت‌مثبت‌معین‌بودن‌

به‌طوری‌کهΔ𝑘افزودن‌قطر‌مثبت‌:Hنبودن‌در‌صورت‌مثبت‌معین‌

𝐻𝑘 + Δ𝑘 > 𝜖𝐼 ⇔ 𝜆𝑖 𝐻𝑘 > 𝜖

روش‌نیوتن‌تغییریافته
𝒑𝑘 = 𝐻𝑘 + Δ𝑘

−𝟏𝒈𝑘



روش‌تندترین‌نزول‌در‌مقابل‌روش‌نیوتن

𝑓 𝒙 = 𝑥۱
۲ + ۴𝑥۲

۲ − ۴𝑥۱ − ۸𝑥۲



روش‌تندترین‌نزول‌در‌مقابل‌روش‌نیوتن

𝑓 𝒙 = 𝑥۱
۲ + ۴𝑥۲

۲ − ۴𝑥۱ − ۸𝑥۲

𝒙𝟎با‌شروع‌از‌ = 0,0 𝑇(طول‌قدم)و‌سرعت‌یادگیری‌𝛼𝑖 = 0.۱

قدم۳۲۴نیوتن‌با‌قدم۱۶۳۶تندترین‌نزول‌با‌



روش‌تندترین‌نزول‌در‌مقابل‌روش‌نیوتن

𝑓 𝒙 = −cos 𝑥۱ cos 𝑥۲ 𝑒
[− 𝑥۱−𝜋

۲
− 𝑥۲−𝜋

۲
]



روش‌تندترین‌نزول‌در‌مقابل‌روش‌نیوتن

𝑓 𝒙 = −cos 𝑥۱ cos 𝑥۲ 𝑒
− 𝑥۱−𝜋

۲
− 𝑥۲−𝜋

۲

𝒙𝟎با‌شروع‌از‌ = 0.۷۵, − ۱.۲۵ 𝑇(طول‌قدم)و‌سرعت‌یادگیری‌𝛼𝑖 = 0.۱



روش‌تندترین‌نزول‌در‌مقابل‌روش‌نیوتن

𝑓 𝒙 = −cos 𝑥۱ cos 𝑥۲ 𝑒
− 𝑥۱−𝜋

۲
− 𝑥۲−𝜋

۲

𝒙𝟎با‌شروع‌از‌ = 0.۷۵, − ۱.۲۵ 𝑇(طول‌قدم)و‌سرعت‌یادگیری‌𝛼𝑖 = 0.۱

قدم،‌اما‌نرسیدن‌به‌کمینه‌سراسری۵۳۶همگرائی‌نیوتن‌با‌



ادامه-روش‌نیوتن‌

مزایا
بسیار‌سریع

معایب
ماتریس‌هسی‌ممکن‌است‌مثبت‌معین‌نباشد

تغییر‌به‌گرادیان‌نزولی

به‌جای‌یافتن‌معکوس‌ماتریس‌هسی،‌حل‌Hy=gبرای‌y

استفاده‌از‌𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 − 𝒚

𝒙𝑖+1 = 𝒙𝑖 − 𝛼𝒚

بیشتر‌اوقات‌کار‌نمی‌کند
کار‌کردن‌روش‌هنگام‌نزدیکی‌به‌کمینه

پیشنهاد‌ترکیب‌گرادیان‌نزولی‌و‌سپس‌روش‌نیوتن
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